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Zeer geacnte Professor van Dantzig,

Ten vervolge op mijn brief van T Ilrart jl. No. 49 S5 92
zend 1k U hierbij egen beschouwing van de Heer Drion over het be—
rekenen van een ijklijn, indien aangenomen moet worden, dat in
beide variabelen een fout voorkomt, zonder dat de verhouding
tussen de twee standaarddeviaties bexend is. Wij zouden het zeer .
op prijs stellen Uw oordeel over deze oplossing te mogen vernemen.
Hier volgt thans het betoog van de Heer Drion.
Voor het aanpassen van seen rechte lijn aan een Treeks punten,
welke zowel in de abscis als in de ordinaat met een Ffout belast
zijn, is, voor zover kon worden nagegaan, nog steeds geen bevre—
digende oplossing gevonden, tenzi] A priori ten minste de verhouding
tusscen de varianties voor beids rich'tingen bekend is. De Deote op-—
lossing is wellicht die, welke is gegeven door A. WALD in "The
fitting of straight lines if both variables are subject to error’,
Annalys of L’Iathema,tical Statistics 1940. Vol. XI blz. 284. Een ernstig
bezwaar van de oplossing 1lijkt echter, dat de waargenomen grootheden
in twee groepen verdeeld moeten worden en dat de uitkomst, tﬁ;éij |
het acntal punten zeer groot is, dus in het algemeen van deze Ver-
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deling zal afhangen. De oplossing, die hieronder gegeven wordt, berust
Contr.: . in wezen op het beginsel der maximum—likelihood. -
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Gegeven zij een aantal van n punten (}:1 ,y1) - - - (I 'Y ); de

srootheden X; en y. ziJn waarnomingen van (onbekende) groo*theden s

en 7 ; en de verscnillen (}?ji

hanikell jii en normaal verdeeld met spreiding G, Tespe J,e Noch €.,

- ::ci) en (rzi - yi) zijn onderling omf--

noch Csy noch hun verhouding zijn bekend. Tussen de grootheden ‘Ei’

en Y. Dbestaat een linealre betrekidng i = @ + s, met constante,

doch niet bexende coefficienten ¥ en f. Gevraagd wordt een schatting

voor o, 5 , d‘l y €n -:“52.

- De weaarscialnlljkheid een uitkomst (xi,yi) te vinden, als de
vare wWaarden Ei en 7. zlJn, is evenredig met:
: 2 2 2 '
* 5., - X. Ve o=
- 1 \ ( 1 l) (‘l yi)
Yy =B F R 8XPe mwWyTT 53 ot T 1
- 1 T2’ { - 1 > , '

Het 1s duidelijk, dat alle punten, die op de ellips E

’ 2 2
(5 - )C) ('J . = y) ’
——-—-—-——2-—-—- + --—-—-—--2-—-—- = ki
“2
liggen een gelijke waarschijgnli jkheild hebben. Deze waarschijnlijkheid

zal het grootst zijn indlen 1{12 z0 Klein mogelijk isoe

De waarschijnlijkheid van het gelijktijdig optreden der waarden

(=, 3y1) - — - (xn,yn) is evenredig met:

2 2 . .
1 1 < (r ) (n'i“’yi) ( IT
"F“W{ exp.ﬂ*ﬁ'm“‘—'—?‘_- + “““(3‘52"‘"‘“’8:

waarbij tussen §i en U, de betrekking %, = &+ 8%, bestaat.

De moeilijkheid is, dat niet de ‘'"ware' waarden .§’i en %y bekend
zijn, doch slechts de waargenomen waarden X; en ¥, . Om de ware waaxrden
van E:'i en ’Ji, behorende bij de waarneming Xiy Tso te vinden kan nu even-
wel worden gebruik gemaakt van een soort maximum—likelihood redenering;
het punt (zi,yi) zal daarbij gerekend worden een waarneming te , zijn van
d&t punt (3,7, ) ven de rechte lijn 7 = 2+ (5, dat de grootste waarde

aan de vraarschlgnlijkheld F van dit gebeuren geeft. Dit zal plaats-

vinden, indien Lig z0 kleiln mOC,‘@lle is, dus als het middelpunt (‘1,77 )

van de ellips E zodanig op de rechte gekozen wordt, dat de ellips raakt
aan een 1ijn door (%575 ) evenwijdig aen 7 = @ + ff. Hierbij moet in
het oog gehouden worden, dat de assen der elllps een constante, z1iJ het
nog onbekende, verhouding % hebbene |

" Het is duidelijk, dat tegen een dergellake maeximum-likelihood
redenering bezwaren aangevoerd kunnen worden. Bij de normale voIm
aximun-likelihood béginmal kiest men de onbekende parameiers
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de rechts lijn

a + bx dan is:
2 _ k2((j22 +b2 G12)

. - O P(x1 ,y,l) aan de rechte lijn 4

" y = & <+ bx »
A

2 _ 2 2
k 4 > C, X,
28 tangens van de raaklijn in P 18 = s R TS = b= t,

I 1 "y
A TA%
R,

A 2 kK Sy vy 999y
—b g Uy

P o+ Derhalve is X, = 5 « Ingevuld in de wvergeli jking
| G

"‘z ﬁ <
a waarop het punt P(x 1 ,¥4) 86k ligt, geeft dit:

~b 04 4

yi =&+ (b o —527)
;2

voor -!,
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De normale maximum~likelihood methode zegt nu, dat de beste schattingen

”~ ”~

2y D, S, en s, voor @« , b5, Jsy en 02 gevonden worden, door die waarden

voor deze gcrootheden te kiezen, die F maximum en dus — log F minimum maken.
Het minimum van
— MW 1
2 E uep 3L
> &
5 + 8 1

wordt gevonden door de partiele afgeleiden van - log I naar @, §,

~log F = w + n log 61 + nlogm2+n loga

3, en 552 gelijk aan O te stellen. Dit levert:s

RPN S (y. = & = bx.) -
I BT 20 ol S S . IIT
v R ! " 2 2 A 2 : .
- . s.  + D8
2 1
| S
S = g
: --- x. (v, - 8- bx,) D8 m(y, -4&~0x)°
3 105?;_____.5_.‘: 2N s R A i’ .o v
_;; 82 + 81 2, + 1 |
= B
. 2 A A 2
- - 78, (y. — & - Dx.)
- W S 1 - L + ,\n = O V
o G n 2 2. 24\ 2 3
- 1 . (8,” + B78_") 1
; 2 i
.3-/ A
1 7 71
B . T 322:(}’ - a - Bx)z
_leteg F L e b - = O VI
o O ~ 2 p2a 2\2 CP
- 2 o u.:c2 4+ O 8 ) £
<
/ Ny
02 = 82
Dooxr optelling van V en VI na vermenigvuldiging met é_l TeSPe %2 word{
gevc;nden: ,
' — o . . 2 |
- §22 + 1525 2);:,..(3;*. - 8 - DX. ),2 -3 (y. = & - Bx.) 1,.
[ 1 1 L 1 .
+ 2N = ———————tee 4 2N = O VII
32 -+ D ..:.»1 > 1
of wel
g(#im§“511)2 " 2 2. 2
Ultkomst VII 'toegepaaf op vergelijking V levexrt:
N 6251'} ‘ n
- o 2N + X m O
2 2 BZ. 2 | S 4
5 + S, *
25°3, °
= I1X
T 2 2 1
2 TP B4
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tenslotte geeft XII in combinatis met

- & - Bx,)

— h *"‘f!" | 2 <Y . — 2 L
.2 _ XYy = akix, = Bx, .f:..(xi - X) --Z(:czj - X) (yi - )
1 _ 2nd  ° ~ ont .

Het teken B moet dusdanig gekogen worden, dat %1 2 positief wordte

Indien de covariance van x en y positief 18, kan dit alleen bij poai-:-'

?-;?i %‘ . o™ v .
_ \\'L‘, - Tleve D, indien de covariance negatief is alleen bij negatieve b.

3
r

\ Tenslotte volgt uit X en XV
2 = s
2 2 o DEGE -D7-3T(y -0 7y -7
S = D 8 = -' "
2 1 en
, 2 -
L(yi ""'F) “Bz(xl";ﬁ) (yi"“y)
_ _ 5= - - AVIIT.

Fomuleza AVI — XVIIT geven de oplossing van het probleems.
Opgemerkt moge nogz worden, dat WALD bij zijn methode van oplossen
tot de betrekking (in onze notatie uitgedrukt) »

z(yl”y) . Z(xi"'x) ~
V5 N—5—

komt (loce.cip. formule 9), die klaarblijkelijk ﬂamenhangt met onze
formule XV. ' *
Met bl voorbaat onze dank voor Uw nmulp, verblijf ik

hoogachtend
De Afdeling Bewerking
Vaaghemixgsuitkomsten
§ . het)Hoofd |

. _-;____-___________.——.
(Th-J oD .Erlae) ®



2, 2 2 2
mk(,_Jg +b01 ),

i1et betoog loopt verder alg Volgts

leneinde de maximum waarde van de llkellhood--:tunctle I (formule
II) te vinden, moeten eerst met behulp van het boven ulteengezette
p:n:lnc:z.pe de vaarden van Bi en 7. gevonden worden bij bekend veronder—
stelde &, g, "J,‘ en G, en vervolgens die waarden van deze vier groot—
‘heden ‘bepaald worden, die F tot maximum maken. Om de maximum waaxrde
van een factor F.,J te vinden, moet het rechterlid k2 van de formule van
- ellips D f“evonden worden,dis door het punt( l,y | gaat en daar een
lijn parallel acn de lijn ¢ met formule 7 = a + % raakt, of, wat op
hetzelfde neerkomt, het rechter 1lid wvan de. ellips E' met middelpunt
in (x. ,y.), die de 1lijn 7 = a + 3% raakte.

Hiertoe worde.de oorsprong verplaatst naar (xi,y )« De trans-

formatievergeli jkingen luiden k' =% - x. ;9 ?}' = 7] = ¥;+ De vergelijking
vanfwordt nus

' + Yy, =%+ BE v + 3x_

i
of wel
1t o= (=y; + & +3x;) + BE g
die van de ellips E!
' O
""t; — + =1
I d‘l k 02

Uit de bovenbewezen 11u1ps:telling volgt, da‘jb deze Irechte aan de

ellips zal raken indien:

(-y, +@ + $x,)° =x%(5,° +8% . ),
Derhalve geldt:
5 (=y; + 7 + Bx, )

k; _
&) 2 +52 Q.._n?.
2 | 1

- De wvaaré_é van ¥ wordt dus met behulp v*an deze mammum—
llkallhood redenerlng als volgte ‘ o

Pe— 1 _ _  exp. - %
£ g Ny fHen ~
1 2
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